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"Résolution de I'équation du 3éme degré : | y’+a 1’ +b y+c=0, avec a, b et ¢ des nombres réels.

Résumé des solutions.

2 3
On pose : y:x—%.Onobtien‘[: x’—3px—2g=0,avec p:a——é et q:a_b_a__g'

Onpose:|A=¢g —p’|.

On obtient des solution : | x = Vg + VA + \3/q —JVA

Explicitons les solutions dans les trois cas des valeursde : A=0 ; A>0 et A<O.

Casl,ou: A=¢ —p’=0

I1'y a deux solutions €IR , une qui est une racine double.

La racine simple est: | x = 2-Vq |.

Laracine doubleest: | x = — % qui est de signe opposé.
a . , . ..
Le décalage y=x 3 peut rendre toutes les racines négatives ou toutes positives.

Cas2,0u: A=¢ " —p’>0 x —3px—2g=0
I1'y a une solution €R , et deux solutions complexes conjuguées.

Notons : ¥+ =g +vA et V- =g — VA

Laracineréelleest:| x = v+ + 3 — |.

Une racine complexe est: | x = _%(f/: + 3/f) + 173(3/: _ f/i) '
; ~ N R BN V3 e
L’autre racine complexe est: | x = —E(\/: =] - ,.7.W+ — =

Cas3,0u: A=¢ — p’<0 (donc p doitétre positif) x> —3px—2g=0
I1y a trois solutions €R .

Notons : » = p-+/p et utilisons I’une des trois définition équivalente de 6 : (6 €[0,;180°]

2k

@) si g=0 et 6 =180°— arcsin
r

0 = arccos

6 = arcsin

@) si g <0.

0 = arctan

ﬂ) si ¢g>0 et 6=180°+ arctan
q

JTW) sig<0 et 6=90°si g=0.

. . , 3
Les trois racines réelles sont : | x = Vr-2-cos

g+k-120°) k=0,1,2.

a

A la fin, on obtient les solutions : y=x— 3
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Exemple 1 :

a b 2 ab o c
Résoluti de: = —4=0, :0; =——===; === -==2;
ésolutionde : x’—2x—4=0, a p 533 q c T
A=q —p'=4-= 8 - 10 . Avec x =g+ VA \/q—x/K

27 27

Cela donne : x = \/2+— V3 + \/2__ NER

Cela n'est pas évident, mais le résultat est x =2. L’explication est donnée deux pages plus loin.

Méthode itérative plus simple et plus efficace :
Xo=2,5 c'estla partie difficile, trouver une approximation de départ.

x,—2x,—4
xn+l = xn_ 2
3x,—2
x1=2,104... ; x,=2,006.. ; x;=2,00002... ; x,=2,0000000002... ; xs5=2.

C'est tres facile a programmer et a calculer avec une calculatrice ayant la touche "OP1".

Par division polynomiale, on obtient : x’—2x—4 = (x—2)-(x’+2x+2).

Les deux autres solutions, complexes, se trouvent en résolvant : x*+2x+2=0. x=—1%i

On peut aussi utiliser la théorie précédente pour obtenir les deux solutions complexes :

3¢+=\/2+—f =
Ll e ) ¢3 SR

Cherchons a montrer que X = \/ 2"'_ V3 + \/ 2_? V3 =2 en le mettant au cube.

ells . 10 f)

x3=2+—\/3+2— -J§+3

J2+_ 3+ \/2—— f)

X’ =4+ 3 \/4—18L103) \/2+—J§ + \/2——f)
P =443l \/2+—@ + \/2—_(
27
X = 4 + 2.x onretrouve I’équation de départ, mais cela ne montre pas que x = 2.

On peut juste vérifier que x =2 est solution de 1’équation.

L’explication est donnée deux pages plus loin, de maniere plus générale.
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Exemple2: x’—3px—2¢g=0

Résolutionde : x’~75x—250=0, a=0; p=25 ; ¢=125; A=4-p’=125-25"=0
Cequidonne: x = 2:3/¢g = 2:3125 = 10 et

laracine doubleest: x = —3g = —3125 = -5

On vérifie que : x’—75x—250 = (x—10)-(x+5)

Exemple3: x’—3px—2¢g=0
On connait la formule de trigonométrie : cos(3-68) = 4-cos’(0) — 3-cos(0)
Notons x = cos(0) etprenons 8 =20° , donc cos(30)=cos(60°)=0.5

Pour trouver la valeur de x = cos(20 °) , résolvons I’équation : 4 x’—3x=10.5 .

3 1
Divisons par 4 pour avoir la forme standard : XB—Z'x—g =0.
4—0: @ b_1 _ab a c_1
PTG T3T 1T e T 27 T2 16
A=dog— 3:—1 —L:——?’ i est négatif, d il 3 soluti sell
qg—p 756 64 756 qui est négatif, donc il y a 3 solutions réelles.
11 1
V= — ey — = —
4 Y4 8§
_ q\_ 1 o) _ — 0o
0 = arccos| = | = arccos| —-8 | = arccos|=| = 60
r 16

Lesracines sont: x = \3/% .2-c08(20°+k-120° , k=0,1, 2.

x = cos(20°+k-120°] , k=0, 1,2.

On voit que pour calculer le cos(20°) en résolvant une équation du 3¢me degré, il faut calculer le
co0s(20°). On tourne en rond, il n’y a eu aucun progres !

Exemple 4 : X —3px—2g=0
Résolutionde : (x—5)-(x+1)-(x+4)=x'-21x—20=0, a=0; p=7 ; ¢=10;
A=q¢—p’=10°-7"=-243. A<O0,donc cas 3).

r= p-\/; =747
10 o ) )
0 = arccos| L | = arccos ~ 57.3198° Les trois solutions sont réelles :
r 747
X, = V7+/7-2-cos g =5
x, = V77-2-cos %+120°) = 4
X3 = V7472 cos %+240° = -1

C’est une maniére compliquée d’obtenir un résultat simple.
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Montrons encore une tentative de résolution de 1’équation du troisiéme degré x* — 3 px—2g=0,

qui échouera, mais qui exprime un nombre simple, par exemple entier, en terme compliqué utilisant
une somme de racines cubique contenant des racines carrées.
Cherchons les valeurs de ¢ et v telles que :

P(x)=x"-3px—2g=0=(x—2¢)(x+t+iv)(x+r—iv) Donc:
P(x)=(x=21)((x+1)+v*) = (x=21)-(x*+2 1 x +£°+V?)
P(x)=x—(3£2=v*)-x=21-(£+V*)

V2
Onadonc: p = tz—? et g =rt(7+v?)
Isolons : v* =3#*—3p etsubstituons dans : g = ¢-(£’+3£ -3 p), ¢g=1t(4-3p)
Cela donne ’équation : g =47 —3 pt

Multiplions par 2 et arrangeons : (2¢)° — 3 p(2¢)—2¢ = 0, on retombe sur I’équation de départ.

Ce n’est donc pas intéressant.

Plus surprenant est la suite suivante.
Elle donne plusieurs expressions compliquées pour exprimer des nombres simples.

Utilisons la solution de I’équation P(x) = x’—(37—v*)-x—2¢(£*+v*) =0 ,cas 2:
2
Onadonc: p = t2—v? et g=rt('+v’)

213 4 2
_ 2 3 2 I P R 4,2 2. 2.V |V (01 490420204
A=qg —p t(t+v) t 3 3t+3tv+27 27(81t+29tv+v
2 2 212
A—E(9t+v)= 1-(9-z+v) 3 =2+l -3
2
VA = v- t2+%-\/§ et | x=Vt-(2+2) + VA + Jt(2+V*) = VA

Il semble étonnant que la valeur de x ci-dessus est indépendante de v et vaut toujours 2 7.
Jai vérifié cela numériquement sur plusieurs exemples.
Voici des exemples

n \/2+ﬂ¢§ + \/2——f—2 (=1;v=1) ;2) {10+6-V3 + V10-6-V3=2 (r=1;v=3)

3) \/16+—\/§ + \/ 6——J3_4 (=2:v=2): 4) \/30+%J§ + \/ 0—— V3=6 (1=3:v=1)

3

v _
Explication : avec W:ﬁ’ donc 3w=vV/3 et 3w'=1" et w3:%~\/3

donc ‘x/K:3-w-t2+w3‘

(V) + VA = C 434w+ 3w+ w = £ 43w 3w+ w = (1+w) et

{2 +v) = VA =(t—w)
En substituant dans I’expression de x on trouve bien que x =2 ¢.
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Montrons comment on trouve les solutions.

Résolution de I'équation du 3éme degré : | y’+4a y°+b y+c=0, avec a, b et ¢ des nombres réels.

a
On commence par poser : | y=X 3
Je m’¢loigne un petit peu des standards, pour simplifier I’écriture.
2 3
. . b ab a c
En substituant, on obtient : x° — 3 —2g=0, avec =4 Dl g=42_ 4L ¢
R P=9 3% 176 271 2

On pose x=u+v , pour obtenir: u’+v’ +3(uv—p)-(u+v) — 2¢=0

Que I'on peut résoudre en posant : u-v=p donc u’v’'=p’ et uw'+v’=2gq.

En multipliant la deuxiéme égalité par u°, et en substituant la premiére égalité on obtient :
(uf’)z —2g-u’+ p’=0 de méme que (V3)2 —2¢gv + p=0.

Ce sont des équations du deuxiémes degrés pour u’ et V.

W=qg+lg’=p et V=g—ig - p

Onpose: A=¢q° — p’
On obtient des solution:| x = Jg + VA + g — VA

On s’arréte souvent ici, mais ce n’est pas satisfaisant.

Cela ne fournit qu’une seule solution et que faire lorsque A = ¢° — p° est négatif ?

Une justification a posteriori est de vérifier la solution donnée dans le résumé en page 1.

X = (f/q+\/Z + %/q—\/Kf équationarésoudre: x* —3px —24=0

X = g+vA + g—VB& + 3[Vq+vh - Yq—VA-Vq+ VA + Vq— VA

X =2¢g +3Y —A - x =2q + 3'%/q2—qz+p3 -x = 2q +3px
On retrouve ’équation de départ.



18 octobre 2023, Equation du 3éme degré page 6/

7

Justifionslecas 1)ou: A=¢* — p’ =0

Si A=0,alors: ( 4>= p*, p estpositif). |x = Jg+vA + g — VA

Uneracineest: x = 23/5 €R .

L’autre racine, qui est double et réelle s’obtient par :

Zn _pEm p2m _p.2n _
x=e Vg+e *Wg=le?’ +e *|Vqg = 2co0s(120°)Vq = — Vg

On peut vérifier :
(x—2-%)-(x+i/g)2 = (x—2-3¢5)-(x2+2-%-x+3/?) =x +0-x"+ (\3/?—4\3/?))6 - 2\3/?

=53 _3.3/?.)5 —2.q=x"—3px—2q.car g =p’. Les solutions finales : y:x—a

La somme des racines donne 0, cela doit étre vérifié, car le facteur de x* est nul.

Justifionslecas2) ou: A =¢4> — p’° >0 x = Jg+vA + Vg — VA

SiA=¢" —p’>0,alors: VAER.
Notons : ¥+ =g +vA et V- =g — VA

Laracineréelleest:| x = v+ + i — | Elle vérifie I’équation de départ, cela a été fait dans la

justification a posteriori de la page précédente.

.2
;e

Remarque : e ° = cos

2m__1, i-ﬁ , qui mis au cube donne 1.
3 2 2

. 2m

+i- =2 Fi

. 3 3 3 ) A /
Les racines complexessont: x = ¢ i+ + e * -{—, quel’on peut vérifier étre les zéros

+j-sin

[\

T

recherchés.
1 .33~ 1 _ . V3)3—
= —— + - —V+ + —_— I ge—— |y —
LS (e 2]y
En séparant les parties réelles des parties complexes, on obtient :
x = —%(i/: + \3/t) + z%(%/: — 3/t) Les solutions finales : y:x—g.

g .

Justifions lecas 3)ou: A = 4> — p’ <0 (donc p doit €tre positif) | x = Jqg +VA + w3/q — VA

I1y a trois solutions €R , mais les calculs font intervenir deux racines cubiques de nombres

complexes. La solution usuellement donnée est: x = < g +i-vIAl + w3/q —i-JIAl .

Cette écriture est ambigué, car elle fait intervenir la racine cubique d’un nombre complexe, qui n’est

pas bien définie. Explicitions la solution. Notons: r =+q> +IAl = Vg* + p°—¢° = p\p -

i/g”_ N + i/g_ i~M):§/}f ) (\3/61"(9+k~2n) + %/e—i~(6+k~2n)

r r r r

x = 7  k=0,1,2

B Qe S | By — ¥ 2cos| 8 4 k2R, k=0,1,2
x = . 3], 3T x = vr-2-cos +k3
0 esttel que cos(0) = % et sin(0) = _\/lﬂ . Donc 6 = arccos 1). Alafin: y=x—
r

a

3
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L’approche plus standard est la suivante, qui est presque la méme que celle précédente :

Résolution de I'équation du 3éme degré : | y’+qa y°+b y+c=0

a
On commence par poser : | y=Xx 3

2 3
En substituant, on obtient : x’+p x+¢=0, avec pr—% et | g= 220; a3b

On pose x=u+v, pour obtenir: i’ +v’ +(3uv+p)-(u+v)+g=0
3

Que 1'on peut résoudre en posant : u3~v3=—§—7 et w+v’=—gq.
En multipliant la deuxiéme égalité par u°, et en substituant la premiére égalité on obtient :
3 3
32 3 p A 32 3_p _
u| +q-u—=—==0 demémeque (v +q-v —=-=0.
fegui-L I

Ce sont des équations du deuxiémes degrés pour u’ et V.
[ 3 R
3:_i+ ‘\“Q_+£ et 3:_1_ \“q_+£
R I T R N T

Finalement, on obtient une ou des solution(s) : | y = \w _ﬁ.,.v
2




